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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ВЗАЄМОДІЇ  
H-ПОЛЯРИЗОВАНОЇ ЕЛЕКТРОМАГНІТНОЇ ХВИЛІ З СИСТЕМОЮ 
ТОНКИХ ПРОНИКЛИВИХ ВКЛЮЧЕНЬ 
 
Резюме. Запропоновано математичну модель взаємодії електромагнітного поля H  – 
поляризованої плоскої хвилі з системою тонких діелектричних циліндричних включень у вигляді системи 
інтегродиференціальних сингулярних інтегральних рівнянь, визначених на середній лінії поперечного 
перетину розсіювачів. З використанням квадратурних формул інтерполяційного типу за вузлами, що 
співпадають з коренями полінома Чебишева, числову реалізацію математичної моделі зведено до 
розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь. Наведено результати числового дослідження 
поперечника розсіяння двох включень. 
Ключові слова: сингулярне інтегральне рівняння, поліном Чебишева, тонке проникливе 
включення, поперечник розсіяння, H – поляризована електромагнітна хвиля. 
 
Z. Nazarchuk, Ya. Kulynych, T. Stadnik  
 
MATHEMATICAL MODELING OF INTERACTION OF H-POLARIZED 
ELECTROMAGNETIC WAVE WITH A SYSTEM OF THIN  
PENETRABLE INCLUSIONS 
 
Summary. Using the method of integral equations the mathematical model of interwork between the 
electromagnetic field of H-polarized plane wave and the system of thin dielectric or little conducting cylindrical 
embedding has been built. For its building the system of two-dimensional integral equations defined on the basis 
transverse section diffusers was taken. The direct implementation of the available methods for their numerous 
solving faces numerical difficulties caused by the little thickness of diffuser and are connected with calculus of 
singular and quasisingular two-dimensional integrals. Taking into consideration the fact that inside the diffuser 
the field changes its thickness unsufficeintly the mathematical model of interwork between the electromagnetic 
field of  H-polarized plane wave with the system of thin dielectric cylindrical   inclusions in the form of the 
system of integrodifferential singular integral equations defined on the centre line of the diffusers transverse 
section has been proposed. They were obtained by averaging of the system of integral equations defined the 
diffusers transverse section area. Using the quadrature formula of interpolatory type by the crosspoints which 
coincide with the Chebyshev polynomial, roots the numerical realization of mathematical model is redused to the 
solving of the  system of linear algebraic equations. To test the proposed mathematical model the case of whole 
and cross-cut plate and half-ring shape has been proposed. The research of the influence of the distance between 
the two parts of infusions and the direction of plane wave propagation on the field in the far-field zone was 
conducted. The built mathematical model allows conducting research of the field scattered characteristics 
scattered by the arbitrarily-spaced cylindrical open coverings, the maximum thickness of which is considerably 
less than the length, the latter being considerably bigger or the same as the length of the explorative 
electromagnetic wave. 
Key words: Singular integral equation, Chebishev polinomial, thin penetrating inclusions, diameter of 
dispersion, H – polarized electromagnetic wave. 
 
Постановка проблеми. До теоретичного дослідження взаємодії 
електромагнітних хвиль із системою довгих тонких проникливих включень зводиться 
ряд прикладних задач інтегральної оптики, геофізики, неруйнівного контролю 
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цілісності конструкцій і т.п., де з терміном «довге тонке проникливе включення» 
пов’язують циліндричну діелектричну або слабо провідну оболонку, максимальна 
товщина якої значно менша за її довжину. При цьому остання значно більша або 
співмірна з довжиною зондуючої електромагнітної хвилі.  
Попри існуючі дослідження практично не вивченими залишаються залежності 
характеристик поля, розсіяного довільно розташованими тонкими проникливими 
включеннями за зміни параметрів задачі: довжини хвилі, відстаней між включеннями 
та інше, аналіз яких необхідний для синтезу нових технічних пристроїв. 
Це зумовлено тим, що теорія, яка адекватно описує взаємодію 
електромагнітних хвиль з тонкими включеннями, на сьогодні далека від завершення. У 
переважній більшості досліджень розглядається задача розсіяння хвиль на одному 
тонкому включенні. Це зумовлює актуальність  подальшого розвитку та узагальнення 
відомих математичних моделей, що описують взаємодії  електромагнітної хвилі з 
системою тонких включень.  
Аналіз останніх досліджень і публікацій. Одним зі шляхів побудови 
математичної моделі взаємодії електромагнітної хвилі з системою тонких проникливих 
включень є узагальнення відомих моделей, побудованих для одного  включення на 
випадок кількох. Тому як перший крок для вибору математичної моделі, яку будемо 
узагальнювати на випадок системи включень, дамо короткий виклад методів 
розв’язання  задачі розсіяння електромагнітних хвиль на одиничному тонкому 
циліндричному включенні. 
Відомо, що задача розсіювання електромагнітного поля розв’язана аналітично 
тільки для включення кругової або еліптичної форми [4], а для включення з довільним 
поперечним перерізом побудовані тільки наближені розв’язки. Поміж великої кількості 
різноманітних підходів до наближеного розв’язання таких задач, метод інтегральних 
рівнянь є, очевидно, одним із найбільш універсальних, математично строго 
обґрунтованим та зручним для побудови наближених математичних моделей взаємодії 
хвиль із включенням.  
Найчастіше для розв’язання отриманих інтегральних рівнянь застосовують 
метод граничних елементів із використанням різного виду сіток. Безпосереднє 
застосування цього методу до інтегральних рівнянь для тонкого розсіювача 
наштовхується на числові труднощі, які зв’язані з обчисленням сингулярних та майже 
сингулярних двовимірних інтегралів, які виникають у процесі дискретизації 
інтегральних рівнянь [5,24] і зумовлені малою товщиною розсіювача. Тому для 
моделювання процесу розсіяння на такому включенні переходять до наближених 
одновимірних інтегральних рівнянь. У цьому випадку задача обчислення сингулярних 
та майже сингулярних двовимірних інтегралів зведеться до побудови спеціальних 
квадратурних формул одновимірних інтегралів вказаних типів. 
Такий перехід здійснюють, як правило, двома шляхами. У першому випадку 
для побудови наближених одновимірних інтегральних рівнянь включення моделюють 
безмежно тонкою поверхнею, на якій задано спеціальні граничні умови. Частота 
зондуючого поля, геометричні розміри включення, електромагнітні властивості 
(діелектрична та магнітна проникність, провідність) як оточуючого середовища, так і 
розсіювача визначають узагальнені параметри, що входять у відповідні граничні умови. 
На даний час запропоновано кілька типів згаданих граничних умов. 
Відповідний огляд можна знайти у [1,10–13,15,18,19,25,26]. У працях 
[9,14,16,17,20,21,27–29] ці граничні умови та відповідні інтегральні рівняння 
використано для аналізу різних електродинамічних структур. Показано, що побудовані 
інтегральні рівняння дають ефективний наближений розв’язок задачі розсіяння на 
тонкому включенні за таких умов: 1) довжина хвилі всередині включення повинна бути 
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значно меншою, ніж довжина хвилі в оточуючому середовищі; 2) товщина включення 
постійна величина. Виключення складає робота [10], де зроблена спроба узагальнення 
запропонованих у [18] граничних умов на випадок розсіювача зі змінною товщиною. 
Наведені вимоги призводять, фактично, до деякого обмеження фізичних параметрів 
розсіювачів, за яких можна використовувати описаний підхід. Перевага побудованих 
моделей – їх універсальність відносно поляризації падаючої плоскої хвилі. 
Другий шлях зведення задачі розсіювання поля на тонкому включенні до 
наближених одномірних інтегральних рівнянь використовує той факт, що 
електромагнітне поле всередині розсіювача несуттєво змінюється за його товщиною. 
Вперше, можливо, цей підхід був застосований до розв’язування досліджуваної задачі у 
працях [22,23]. Для чисельного розв’язання отриманих інтегральних рівнянь 
застосовано спеціальний алгоритм обчислення квазісингулярних інтегралів. Інший 
перехід до наближених одновимірних інтегральних рівнянь, визначених на середній 
лінії поперечного перерізу, ґрунтується на усереднені строгих інтегральних рівнянь, 
визначених на площі поперечного перетину розсіювача. Вперше ця процедура була 
здійснена у [8] і в подальшому розвинена у [6] для дослідження розсіяння плоскої хвилі 
довільної поляризації тонким включенням. 
На сьогодні опубліковано низку наукових праць, у яких вище описані методи 
дослідження розсіяного поля одиничним включенням узагальнені на кілька включень. 
Використовуючи теорему додавання для циліндричних хвильових функцій, задачу 
розсіяння на двох циліндрах кругової або еліптичної форми у праці [3] зведено до 
розв’язування нескінченної системи лінійних рівнянь. Проведено дослідження їх 
числового розв’язання, зокрема для тонких циліндрів. Автори праці [2] методом 
допоміжних джерел побудували числовий алгоритм розв’язання  задачі дифракції 
електромагнітної хвилі на двох тонких паралельних діелектричних кругових циліндрах 
скінченої довжини в резонансній частотній області. Розроблений алгоритм 
використаний для чисельних розрахунків перерізів розсіювання розглянутої структури.  
У праці [7] для дослідження взаємодії E -поляризованої електромагнітної хвилі 
з тонкими включеннями довільної форми використано систему одновимірних 
інтегральних рівнянь, отриману усередненням відповідної системи двовимірних 
інтегральних рівнянь  по поперечному перерізу включень. Показано, що вона дозволяє 
ефективно досліджувати електромагнітне поле, розсіяне на включеннях зі змінною 
товщиною, зокрема, коли довжина хвиль всередині включення суттєво більша, ніж 
довжина хвиль в оточуючому середовищі, і тому є привабливішою для теоретичних 
потреб прикладних досліджень. Зауважимо, що випадок H -поляризованої 
електромагнітної хвилі у цій роботі не розглядається. 
Мета роботи. Побудувати математичну модель для дослідження розсіяного 
електромагнітного поля, створеного H -поляризованою хвилею, що падає на систему 
тонких діелектричних циліндричних включень шляхом узагальнення відповідної 
математичної моделі для одиничного включення, отриманої усередненням відповідної 
системи двовимірних інтегральних рівнянь  по поперечному перерізу включень. 
Постановка задачі. Нехай в однорідному ізотропному середовищі 
розташовано N циліндричних включень, твірні яких паралельні між собою. Необхідно 
побудувати розв’язок задачі розсіювання на такій структурі плоскої електромагнітної 
H -поляризованої (єдина відмінна від нуля магнітна складова є співвісною з 
направляючими циліндричних включень, а вектор електричного поля лежить у 
площині, 
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Рисунок 1. Геометрична схема задачі 
 
Figure 1. Geometrical scheme of the problem 
 
перпендикулярній направляючим) монохроматичної (часова залежність exp( ),i t− ω ω−  
кругова частота) хвилі. Введемо у розгляд базисну систему координат Oxyz , вісь 
Oz якої направимо паралельно твірним включень. Так як зондуюче поле та геометрія 
розсіювачів не залежaть від поздовжньої координати z , то цією властивістю володіє і 
розсіяне  поле. Тоді електродинамічна задача розсіювання зведена до знаходження двох 
декартових компонент вектора електричного поля, що залежать тільки від координат 
,x y  [8]. Будемо вважати, що матеріали включень та оточуючого середовища є 
немагнітними (тобто їх магнітні проникності співпадають з магнітною сталою вакууму 
0
µ ), а їх діелектричні проникності 
k
ε  та електропровідності kσ  – постійні величини, 
1,k N= ; середні лінії
k
L  областей, утворених перетином включень площиною xOy  – 
прості розімкнені дуги Ляпунова, віднесені до локальних систем декартових координат 
k k k
x O y (рис.1). 
Позначимо товщину включень через 2
k
h ; електричні компоненти сумарного та 
первинного (без включень) поля – 
,x y
E  та *
,x y
E ; 1/2
0
( ( / ))
k k k
iχ = ω µ ε + σ ω  та 
1/2
0
( ( / ))iχ = ω µ ε + σ ω  – хвильові числа включень та оточуючого середовиша; 
0 0 0
k k k
z x iy= +  – комплексні координати точки 
k
O  у базисній системі xOy ; 
k
α  – кут між 
осями 
k k
O x  та Ox ; 
k
t  – комплексна координата точки на контурі 
k
L  у відповідній 
локальній системі координат, причому ( )k kt t s= , де s  – дугова абсциса  (натуральний 
параметр) контуру 
k
L ; 
k
a і 
k
b – координати початку і кінця дуги 
k
L  у системі координат 
k k k
x O y . 
Основні рівняння задачі. Шляхом аналогічних викладок, які наведені у праці 
[6], отримаємо систему 2N  інтегродиференціальних рівнянь з ядром Коші другого 
роду, яка наближено описує взаємодію H -поляризованої плоскої хвилі з системою 
тонких циліндричних включень  
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−

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






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
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
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 ′ − − − 
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∫
∑ ∫
∫
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l l
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D t t H r W t t H r Q t t
i
±
= χ ± χ ±
pi χ
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( ) ( ) ( )0 0 0
2 2
4
, Im , ( ) Im ,
l l
kl k l k k l k k k l
M t t W t t H r Q t t
i
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pi χ
, 
 ( ) ( )0 (1) 00 2, ( ) Re , ( )l l l l l l l lb t t H r w t t H r
±
= χ ± χ , ( ) ( )0 0
2
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l l l l l l l
m t t w t t H r= χ ,  
( ) ( )0 0 0
1
( ) ( ) Im , ( )Re , l l
l l
t bl l
l x l l l y l l l t a
h
A t E t c t t E t c t t
=
=
 = − + pi
,
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2
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l y l l l x l l l t a
h
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=
=
 = − + pi
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( )2 2l l lhα = χ −χ , 2lll
h
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pi
 , ( )0 0
1 2
cos(2 )
l l
l l l
t T T
±β = ψm , ( )0 0
2
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l l l
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( )0
0
,
l
i
l l
l l
e
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=
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1
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ψ
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,  
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2
1,2 2
1
1
2
l l
T
 χ
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, i
s
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ψ
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0
k k k
r t t= − , ( )
l l
t t s≡ , 
0
0
( )
l l
t t s≡ , ( )l l sψ ≡ ψ , 
0
0
( )
l l
sψ ≡ ψ , 
(1)
2 2 2
4
( ) ( )H z H z
i z
= −
pi
, (1) (2)
0 0( ), ( )H z H z  – функції 
Ганкеля, Re z , Im z   позначено, відповідно,  дійсну і уявну частини числа z . 
Для побудови алгоритму чисельного розв’язання системи інтегральних рівнянь 
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(1), запишемо їх у нормалізованому вигляді. Позначимо через ( )
k k
t t= τ , ( )1 1− ≤ τ ≤  
параметричне рівняння контуру 
k
L  у локальній системі координат 
k k k
x O y  та введемо 
нові функції [ ]1, ( ) ( ) ( )k x k kE t t′ϕ τ = τ τ  і [ ]2, ( ) ( ) ( )k y k kE t t′ϕ τ = τ τ . Так як 
[ ]
, ,
( ( ) ) ( ) ,l
k
li
x y l s k x y k
l
t
E s e ds i E t d
t
− ψ
τ
′
′ 
′ = − τ τ ′ 
 
то (1) зведемо до системи інтегродиференціальних сингулярних інтегральних рівнянь 
 
1 1 1
1, 1, 2,
1, 0 2, 0 1 1 2
0 0 01 1 1
1 1
2,
2 1, 0 2, 0
01 1
1
1, 0
1
( ) ( ) ( )
( ) ( ) 2
( )
( ) ( , ) ( ) ( , )
4
( ) ln
2
l l l
l l l l l
N
l
k k kl k kl
k l
l
l
d d d
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∫ ∫ ∫
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
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


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l
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Регулярні ядра за умови 
0
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χ
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( ) ( )
0,
0 3 2 2
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1
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l
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t
u
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, ( ) ( ) ( )( )0 0, ,l l l lw w t tτ τ ≡ τ τ . 
У випадку 
0
τ = τ  вони набувають вигляду  
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1 1
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2 2 2
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l l
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Як і у випадку одного включення [3], приймаємо, що в околі кінцевих точок 
інтервалу інтегрування . Це дає підставу подати шукані функції у 
вигляді  
 
2 *
1, 1,
( ) 1 ( )
k k
ϕ τ = − τ ϕ τ , 
2 *
2, 2,
( ) 1 ( )
k k
ϕ τ = − τ ϕ τ . 
Далі, для побудови дискретного аналога системи інтегральних рівнянь (2) 
методом механічних квадратур невідомі функції *
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k
ϕ τ *
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( )
k
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k
k
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n
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+
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Після підстановки цих виразів у (2), застосування відповідних квадратурних 
формул [8] систему інтегральних рівнянь та елементарних перетворень зведемо до 
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1, 1,
( )
l
k l k
φ = ϕ τ ,
2, 2,
( )
l
k l k
φ = ϕ τ : 
*
,
1 1 2 2 1 1 2 2
1 1
*
1 2 2 3 1 2 2 3 ,
1 1
n N np pq p pq lp lpl lR R B B E
k k k k k kq k kq xqp
k l p k
n N np pq p pq lp lpl lR R B B E
k k k k k kq k kq yqp
k l p k
   φ + φ + φ + φ =∑ ∑ ∑    
    = ≠ =

   φ + φ + φ + φ =∑ ∑ ∑       = ≠ =
      (3) 
де 1, ; 1, .q n p N= =  
Тут 
1 ,3 1 3 1 2 1 1,3
sin ( , ) ,pq p
k k p pq kq pq kq kq k k q
R G S S S v K = ± ρ − θ τ τ m m  ( )k q≠ , 
2 2 2 3 2 2
sin ( , ) ,pq p
k p k k q pq kq pq kq
R G v K S S = τ τ −ρ + θ  ( )k q≠ , 
21
1 ,3 2 1 1 1,3
cos(2 ) ( 1) sin ( , ) ,
p
pq p q p
q q l p pq qq q q q
pq
T
R T G n S v K
t
 = ± ψ ± + ρ τ τ ′
m m   
2
2 2 2 2
sin(2 ) ( 1) sin ( , )pq p q p
q l p pq q q q
R T G n v K = ψ + − + ρ + τ τ  , 
1 ,3
sin ( ( ), ( )),
lp
kq kq l k lp l k p qB G v D t t
±
= − τ τ  
2
sin ( ( ), ( )),
lp
kq l k lp l k p qB G v M t t= − τ τ  
1
2
cos( 1) cos( 1)1
sin (ln 2 cos2 ) sin( )
2 1 1
n
q q
kq k q k
m
m v m v
S v v mv
m m
=
− + 
= − + − 
− + 
∑ , 
 
МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ. МАТЕМАТИКА. ФІЗИКА 
 
 236
2
( 1)1
( 1)
sin 2 2
k q
k q k qk q
kq
q
v v v v
S ctg ctg
v
−
−
 + + −
= − −  
 
, 
2 2
3
( 1)
2 2
k q
k q k q
kq
v v v v
S ctg ctg
−
+ + −
= − , 
( )
1 22
1 1
Re
sin
pq
q
pq
v t
 
 ρ =
 χ ′ 
, 
( )
2 22
1 1
Im
sin
pq
q
pq
v t
 
 ρ =
 χ ′ 
,
( )
2 32
1
Im
pq
pq
pq
t
t
 ′′ θ =
 χ ′ 
,
( )
1 32
1
Re
pq
pq
pq
t
t
 ′′ θ =
 χ ′ 
,
2 2
;
2( 1)
l
l l
G h
n
χ −χ
=
+
1
k
k
v
n
pi
=
+
,
* *
, ,
( ), ( ) .
pq p q x yqp x y p q
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Поведінку розсіяного поля у далекій зоні характеризує діаграма направленості, 
яка за знайденими значеннями 
1
l
k
φ  і 
2
l
k
φ  описує формула [8] 
( ) { }2 2 1 2
1 1
( ) ( ) sin cos sin exp Re
2( 1)
N n
l l i
h l l k k k lk
l k
D h v i t e
n
− ϕ
= =
pi
 κ = χ − χ φ ϕ− φ ϕ − χ  + ∑ ∑
.   (4) 
 
Тут ϕ – полярний кут, який обчислюємо проти годинникової стрілки від осі Ox базисної 
системи координат. 
Реалізація алгоритму для випадку двох розсіювачів. Для апробації 
запропонованої моделі дослідимо поведінку енергетичної характеристики далекого 
розсіяного поля – поперечника розсіяння ( ) ( )
24
h
Dσ ϕ = ϕ
χ
– для суцільного і 
розділеного навпіл включення у формі пластини та півкільця (рис.2). Плоска H -
поляризована електромагнітна хвиля одиничної амплітуди довжиною λ , яка 
поширюється в матеріалі,  падає під кутом β до додатної осі абсцис. Приймемо, що 
ширина діелектричної пластини рівна 2.5λ , а товщина – 0.05λ (рис.2a);  зовнішній і 
внутрішній радіуси півкільця рівними, відповідно, 0.3λ  і 0.25λ  (рис.2b). Пластина і 
півкільце розміщені симетрично до осі Oy , причому їх центри співпадають із початком 
базисної системи координат.  
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b) 
 
Рисунок 2. Геометрія задачі 
 
Figure 2. Problem geometry 
Результати розрахунків поперечника розсіяння для суцільного і розділеного 
включення (з прошарком шириною c ) наведено на рис.3. Як бачимо з рис.2, при 
зменшенні відстані c  спостерігається наближення поперечників розсіяння від одного і 
розділених навпіл двох включень, при 0,01c = λ  найбільша відмінність спостерігається 
у напрямку 
3
,
2 2
pi pi
ϕ = ϕ =  і складає приблизно 4,2% – за нормального падіння хвилі, 
7% – за ковзного падіння і 25% – у випадку півкола. За зростання ширини щілини c  
відмінності поля у далекій зоні збільшуються. 
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Рисунок 3. Залежність поперечника розсіяння σ  від кута спостереження ϕ  для 
пластини (a), (b) і півкільця (c): 1 – суцільне включення; 2 – 0,01c = λ , 3 – 0,5c = λ ,  
4 – 2,5c = λ  
Figure 3. Dependence of dispersion diameter σ  on view angleϕ  for plate(a), (b) and half-
ring (c): 1 – whole inclusion; 2 – 0,01c = λ , 3 – 0,5c = λ , 4 – 2,5c = λ  
 
Висновки. Узагальнено  математичну модель взаємодії H -поляризованої 
плоскої електромагнітної хвилі з тонким включенням на систему довільно 
розташованих тонких діелектричних включень. Суть цієї моделі складають система 
інтегродиференціальних  сингулярних інтегральних рівнянь другого роду, визначених 
на середній лінії поперечного перетину включень. Запропоновано числовий алгоритм їх 
розв’язання, який базується на квадратурних формулах  Гауса – Лежандра. Для 
апробації запропонованої математичної моделі розглянуто випадок двох розсіювачів. 
Проведено дослідження впливу відстані між двома тонкими циліндричними 
включенями на розсіяне поле у далекій зоні. 
Conclusions. Generalization in mathematical model of interwork between the 
electromagnetic field of H-polarized plane wave and the system of thin dielectric inclusions 
was done. The system of integrodifferential singular integral equations defined on the centre 
line of transverse section inclusions is the essense of this model. The numerical algorithm of 
their solving which is based on Gaussian quadrature was proposed. To test the proposed 
mathematical model the case of two diffusers has been proposed. The research of the 
influence of the distance between the two parts of inclusions and the direction of the plane 
wave propagation on the scattering field in the far-field zone has been conducted. 
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